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1 EXERCICE : CALCUL D’ENERGIE

1 Exercice : Calcul d’énergie

1.1 Traitement perturbatif de ’interaction dipodle-dipole

Rappels et notations :
Le systeme de deux atomes d’hydrogene dans I'état 1s peut se décrire de maniére quan-
tique avec la décomposition suivante de 'hamiltonien :

H = HO + Vdd (1)

ou Hj est 'hamiltonien d’un systeme de référence ou les deux atomes a et  sont isolés
(typiquement a une distance infinie 'un de I'autre) :

Hy=Ho,o+Hop (2)

dont les états propres sont définis par

[Ho, + Hopllo?, @b ) = [Eu+ Ello®, b, ) 3)
Dans cette derniere équation, on rappelle que I'état propre est défini par la juxtaposition

0% s @l =l el ) €

ce qui implique en particulier que Hy , n’agit pas sur |go1/j ' ) €t Vice-versa. Par contre,
on a bien :

Hoa 9310 =l ©
Hop|#}1,) = B 100 1) (6)

On rappelle enfin 'expression de la perturbation de 'hamiltonien :

e

1
Via = 47eq R3 [Xl,axl,ﬁ + Xp,aXa,p - 2X3,aX3,ﬁ] 7)

ou R est la distance entre les deux atomes.

(1)

1ss €st nulle. En effet, on peut montrer que 'on a :

La correction au premier ordre E

(1)
Eig1s= <(Pft,0,0?(Pf,o,o| Vad kP?,o,oKpf,o,o) =0 8)
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1.2 Calcul de la correction au premier ordre
Démonstration :
En effet,on a :
(1 _ Y . P
Ejgs = {9100 91,00l Vaa Pt 0,0 91,0,0)

= <(Pf,o,o| (@7 0,0l VaaleT 00 |(P113,0,0>
2

e 1
= (@} 0,019 0.l e IO [X1.0X1,5+ Xo.0X0,8 = 2X3,0X3,5] 105 ,0) 0% o 0)
ez 1 B o . P
- 4neoﬁ<901'0f0|<§"110,0|[Xl'axlrﬁ + Xo,0X0,5 = 2X3.0 X3, 19950 019 0,00

Il nous faut alors évaluer les (gof’o,ol(qof‘,ololXj,aX]-,ﬁ|gof"olo)|qof,0’0> pour j = 1,2,3. On
peut alors remarquer que :

<(Pf,o,o| <(Pfo,o|Xj,an,/3 P17 0,00 |(Pf,o,o> = <(Pf,o,o| <(Pﬁ0,o|Xj,a |(P1X,0,0Xj,/3> |(Pf,0,o>
= (@1 0,01 Xj.a |97 0,0) <(Pf,o,o|ijﬁ |<Pf,o,o>

Le probleme se réduit donc a calculer les (@Y ) o| X o |9 o o) pour j =1,2,3.

On rappelle I'expression de |¢; o) en coordonnées sphériques :

(1132 /
|§01,0,0(7)>=2\/E(a—0) e "% C)]

oll ag ~ 0.53 A est le rayon de Bohr.

On rappelle I'expression des coordonnées cartésiennes en coordonnées sphériques :

x1 = rsin(6)cos(¢)
X, = rsin(0)sin(¢)
x3 =rcos(0)

avec r € [0;+o0[, 0 € [0; 7] et ¢ € [0; 27].
On rappelle également I'expression du Jacobien en coordonnées sphériques :

r?drsin(0)d0d¢ (10)
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On peut a présent calculer les (@7 ( 1| X; o ¢ o) Pour j = 1,2,3 en utilisant les résultats
précédents :

r

X1 4 (@ﬁo’o(r)|¢ﬁo’o(r)>rzdrsin(e)d(?dq,’)

<(Pﬁo,o|X1,a |(Pfio,o>

r

= | rsin(0)cos()lgf  o(r)|*r*drsin(0)dOd¢

r2 +0o

TC TC
= cos(q))d({)f sin2(9)d9f r3|(pf’0’0(r)|2dr
JO 0 0

[ —

=0

~
<§0ﬁ0,0|X2,a |(Pio,o> = | X2,a «Pio,o(”)kpio,o(”))rzdrSin(Q)d9d¢

- Prsin(@)sin(¢)|(pf’0'0(r)|2r2drsin(@)d@d(p

r2

TT TC +00
- sin(q))d(pf sin2(9)d9f r3|(pf"0’0(r)|2dr
JO 0 0

~—————

=0

r

(@00l X3al®f0,0) = | x50 (@T0,0(NlPT0,0(r)) r2drsin(6)dOde

r

= rcos(@)l(pﬁo’o(r)lzrzdr sin(0)dOd¢

27 s +00
= d¢f sin(@)cos(@)dQJ r3|(pf‘,0’0(r)|2dr
0 0 0

27 T +00
= d¢f —sin(29)d6J e, o(r)[2dr
0 0o 2 0 "

=0
=0

Les résultats étant identiques pour les ((pl’3 0.0l X, |(pf 0.0)» On peut alors écrire :

<¢{0,0|Xj,y |(p{0y0) =0, Yy=a,p, VYj=1,23. (11)
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On en déduit alors immédiatement le résultat souhaité, a savoir :

eV —o (12)

1s,1s =

1.3 Correction au deuxiéme ordre

Pour aller un peu plus loin, on peut s’intéresser a la correction au second ordre. Sans
entrer dans les détails, on peut montrer que I'on a I'inégalité suivante :

4h 6
g?

2 2
1s,1s = _3_%@ |<(P?,O,O|Xl,a |(P?,o,o>| (13)

11 peut alors étre intéressant de montrer que l'on a (p%, o| X7 [¢F, o) # 0.

Démonstration :
En utilisant les résultats précédents, on peut écrire :

.
((pf’O’O|X12,a 90,00 = ] xia ((pf"olo(r)kpf"o’o(r))rzdrsin(())ded(j)

- P(rsin(@)cos(¢))2|g0f"0’0(r)|2r2drsin(@)d@d(p
J

270 oo

= cos?(¢p)d¢ Lﬂ sin3(9)d9J

+
7’4|§0ﬁ0,0(7’)|2d7’
Jo 0
1 4 +o00
= —X=X r4|(pf‘00(r)|2dr> 0
2 3 0 bl

>0

Ainsi, on obtient bien le résultat souhaité, a savoir

<<Pf0,o|X12,a |1 0,00 %0 (14)

par positivité stricte de I'intégrale.

2 Exercice : Modele de London

2.1 Description de ’hamiltonien

Le modele de LONDON assimile I'interaction entre deux atomes neutres au couplage de
deux oscillateurs de masses fictives M portant chacun une charge fictive g;.
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On peut alors écrire ’hamiltonien associé a ces deux oscillateurs (de constante de rai-
deur K = M wi) couplés par l'interaction dipolaire électrique en négligeant les effets
dissipatifs :

H = PaPa Ma)Ara ro —15.Taa(R).74

2M 2
pg-pp 1
+ §Mﬁ + 2Ma)Arlg rp—ra-Taa(R).rg (15)

ou p, et pg sont les quantités de mouvement des oscillateurs a et .

2.2 Découplage de ’hamiltonien

On se propose d’effectuer la transformation suivante afin d’obtenir une expression équivalente

de 'hamiltonien a celle d’un systéme d’oscillateurs découplés :

r—i(r +13) r—i(r+r)
s \/5 a B a — \/5 s a
Ta L( - ﬁ) rg = L(7’5 a)
2 . V2
p \/-(pa+p/s) p ﬁ(pﬁpa)
1 1
Pa ﬁ(p Pp) pp= ﬁ(ps Pa)

En remplacant dans I'équation (15), on obtient :

(ps+pa)(ps+pa) 1 1 =
H = P POB TP M@ (14 1)1+ 1) = 5= 1) Taa(R)Aro +1,)
(ps —Pa)-(ps—pa) | 1 1 =
+ P piﬂvfs Pa +ZMw,%\(rs_ra)'(rs_ra)_E(rs+ru)-Tdd(R)'(rs_ru)
1 = 1 —
=2x IZ;AI/)IS+4Ma)ArS re— ZrS.Tdd(R).rS+p:]51“+4Ma)Ara o+ Era.Tdd(R).ra
1 1 1 = 1 —
5T Taa(R).7g — T Taa(R).1 fa= 57a-Taa(R)-1s + 7. Taa(R).1q
1 1
+2xpiAZ“—2 B 2w aMadrr, —2x gMarer,
. 1 —
= PzaAI/’[a + 2Ma)Ara 1o+ 72.Taa(R).7y + pZSZ\I/?IS + EMwirs.rs — 1. T gq(R).7,
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On obtient alors bien une expression équivalente a celle de 'hamiltonien de deux oscil-
lateurs découplés

. 1 _
H= st]\l/’ls + EMwirs.rs —13.T 34(R).1
. 1 _
+ % + EMcuira.ra +7,.T44(R).7, (16)

L’hamiltonien ainsi exprimé peut se diagonaliser plus simplement. On recherchera alors
des valeurs propres pour les états propres symétriques s et anti-symétriques a. Il suffira
ensuite d’effectuer la transformation inverse, sachant passer des coordonnées (g, s) aux
coordonnées (a, B), pour exprimer les solutions dans la base de départ.
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3 Liaison entre atomes de Néon

3.1 Données du probleme

La structure électronique de 'atome de Ne (Néon) est 15°2s22p%. On rappelle que le
Néon est un gaz noble qui est donc particulierement stable puisque sa couche de va-
lence est remplie. De plus, on sait que la dépendance radiale des orbitales atomiques de
nombre quantique n = 2 décroit de maniere exponentielle a partir de 0.04 nm. On peut
d’ores et déja conjecturer le fait que la liaison entre atomes de Ne ne sera ni covalente,
ni ionique, ni métallique, mais plutét de Van der Waals. En effet, il est fort peu probable
qu’il existe le moindre overlap significatif entre deux orbitales atomiques des couches
de valence sachant que la distance entre deux noyaux d’atomes de Ne est 0.31 nm.

3.2 Représentation des orbitales atomiques

Nous allons nous intéresser au calcul de la densité de probabilité d’un électron de Har-
tree pour un électron situé dans la couche de valence d’'un atome de Ne. On peut consta-
ter qu’il y a 8 électrons dans la couche de valence (1522p6) donc on considerera que la
charge du noyaux est +84, et on posera Z = 8 dans les expressions des fonctions d’onde
radiales.

En ce qui concerne les nombres quantiques, on a n = 2 et [ = 1 ce qui nous conduit a
considérer la fonction d’onde radiale suivante :
Ry (r) = (1/24)Y%(Z/a¢)¥*(Z1/ag)e 27?0 (17)

avec ay ~ 0.53 A le rayon de Bohr.

Nous allons donc calculer la densité de probabilité de trouver un électron dans I’état
2,1 en utilisant la formule (17) avec Z = 8 définie par

IRy 1 (r)[>r*dr (18)

La figure 1 nous permet de visualiser les éventuels overlaps entre les densité de probabi-
lité orbitales. On peut constater que les recouvrements sont inexistants. Par conséquent,
on en déduit que la nature de la liaison atomique pour les atomes de Ne espacés de 0.31
nm est de type liaison de Van der Waals.
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0.5 a

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Distance (&)

FIGURE 1: Densité de probabilité radiale non normalisée de trouver un électron dans I’état
2,1 pour des atomes de Néon espacés de 0.31 nm.

Pour aller plus loin, on peut calculer la densité de probabilité de trouver un électron
dans I’état 2,0. Pour ce faire, il nous faut utiliser la fonction d’onde radiale suivante,
toujours avec Z =8 :

Ry0(r) = (1/2)%(Z/ag)**(1 ~ Zr/2aq)e™*"/2% (19)
3
25 |
2t |
L | |
0.5 |
%N -8 -6 -4 - 0 2 s 6 8 10

Distance (A)

FIGURE 2: Densité de probabilité radiale non normalisée de trouver un électron dans I'état
2,0 pour des atomes de Néon espacés de 0.31 nm.
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Fig. 2 : On constate que méme dans I’état 2,0, 'overlap des électrons est inexistant.
On peut donc affirmer qu’il n’existe aucun overlap pour les électrons de la couche de
valence qui sont pourtant les électrons les plus éloignés du noyaux. Par conséquent, on
peut affirmer une troisieme fois que la nature de la liaison entre les atomes Ne est bien
de type Van der Waals.

4 Liaison entre atomes de Sodium

4.1 Données du probleme

La structure électronique de 'atome de Sodium (Na) est 1522522p®3s!. On rappelle que
le Sodium est un métal qui est donc particulierement enclin a perdre un électron afin
de se rapprocher d’une structure électronique stable 1s22s22p, celle du Néon. De plus,
on sait que la dépendance radiale des orbitales atomiques de nombre quantique n = 3
décroit de maniere exponentielle a partir de 0.2 nm. Sachant que la distance entre plus
proches voisins est de 0.37 nm, on peut conjecturer que les liaisons au sein d’un cristal
de Sodium seront de nature métalliques car les overlaps devraient étre importants.

4.2 Représentation des orbitales atomiques

Nous allons encore une fois nous intéresser au calcul de la densité de probabilité d'un
électron de Hartree pour un électron situé dans la couche de valence du Sodium, a
savoir la couche 3s.

Distance (&)

FIGURE 3: Densité de probabilité radiale non normalisée de trouver un électron dans I’état
3,0 pour des atomes de Sodium espacés de 0.37 nm. Les droites verticales en pointillé
indiquent les positions des noyaux de chacun des atomes.
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On considerera alors que la charge du noyau est +14, et on posera Z = 1 dans l'expres-
sion de la fonction d’onde radiale suivante :

Rs0(r) = (4/27)Y%(Z/a¢)**(1 = 2Z1/3ag + 2Z°r*/27a3)e~4"/3% (20)

La figure 3 nous permet d’observer les densité de probabilité radiales pour les électrons
de la couche de valence du Sodium. On peut constater que les recouvrements sont mas-
sifs et se propagent sur plusieurs atomes voisins. Ce comportement est caractéristique
d’une liaison métallique. En effet, I'électron de la couche de valence du Sodium a une
probabilité extrémement importante de se trouver a proximité du noyau d’'un autre
atome de Sodium d’apres notre modele.

Conclusion

Dans les deux parties précédentes, nous avons pu étudier les liaisons atomiques dans un
gaz de Néon et dans un cristal de Sodium. Sans surprise, nous avons pour constater que
les liaisons entre atomes de Néon, un gaz noble et peu réactif, sont extrémement faibles
et de type Van der Waals. A l'inverse, nous avons pu également mettre en évidence
le fait que les liaisons entre atomes de Sodium, un métal, sont de type métalliques,
les recouvrements s’étendant sur plusieurs atomes. Les liaison sont donc non seule-
ment plus fortes que pour le Néon, mais les électrons de la couche de valence sont par
conséquent bien plus libres et enclins a s’échapper. L’énergie d’ionisation du Sodium est
donc également bien plus faible que celle du Néon.

Concernant le premier exercice, nous avons pu confirmer que les AX; pour i = 1,2,3
étaient nuls pour les électrons situés dans la premiere couche électronique (n = 1) ce
qui était attendu, étant donné que cette couche est sphérique. On aurait pu conclure par
un argument de symétrie : il n’y a aucune direction préférentielle pour I’électron dans
’état fondamental. On aura pu également remarquer que les écart-types (AX iz)l/ 2 sont
non-nuls, ce qui est la aussi prévisible, les électrons n’étant pas statiques, regroupés sur
le noyau.

Enfin nous avons réalisé dans le deuxieme exercice le découplage de I'hamiltonien
décrivant un systeme de deux oscillateurs couplés par l'interaction dipolaire en utili-
sant les coordonnées symétriques et anti-symétriques ce qui permet de le diagonaliser
de maniere tres simple, le systeme étant alors équivalent a six oscillateurs découplés.

12
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5 Annexes

Afin de produire nos représentations graphiques des densités de probabilité orbitales,
nous avons utilisé un petit script écrit sous MATLAB. Nous le présentons ci-dessous.

Tout d’abord, nous avons défini deux fonctions nous permettant de calculer les densités
de probabilité radiales en fonction de différents parametres (dont Z).

function [R] = rad_2k(Z, r, k)

a0 = 0.53;

Rl = sqrt(1/24)«sqrt(Z/a0)«(Z/a0)
x(Zxr/a0)«exp(-Z+r/(2%a0));

R2 = sqrt(1/2)«sqrt(Z/a0)=(Z/a0)
*(1-Z+r/(2«a0))~exp(-Z+r/(2xa0));

Rl = rxr+«R1xR1;

R2 = rxr«R2xR2;

if (k==1)

R = R1;
else

R = R2;
end

end

La fonction rad 2k permet de calculer la densité de probabilité radiale pour des électrons
dans I'état 2,k quand la fonction rad 30 effectue la méme opération pour des électrons
dans l’état 3, 0.

function [R] = rad_30(Z, r)
a0 = 0.53;
R = sqrt(4/27)xsqrt(Z/a0)~«(Z/a0)~
(1-2+Z+r/(3+«a0)+2«Z+Zxr+1r/(27+a0+a0))xexp(-Z+r/(3«a0));
R = r+r+«R«R;
end

Le reste du programme est tres classique étant donné qu’il s’agit simplement d’appli-
quer ces deux fonctions avec les parametres souhaités et d’exporter les données dans
un fichier de donnée.

On définira une constante N correspondant a I’échantillonnage des courbes.

13
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N =
Z1 =
72

X1 =
X2
X3
X4
X5 =

for

500;
8;
1;

linspace(-10,10,N);

X1 +
X2 +
X1 -
X4 -

i=1:N

Y1(1i)
Y2(i)
Y3(i)
Y4(i)

end

%plot (X1,Y1,X1,Y2,X1,Y3,X1,Y4,X1,Y5);

fileID

for

end

Y5(i)

i =1:

fprintf (fileID ,formatSpec,X1(i),
Y1(i),Y2(i),Y3(i),Y4(i),Y5(i));

N

rad_21(Z1,abs(X1(i)),1);
rad_21(Z1,abs(X2(i)),1);
rad_21(Z1,abs(X3(i)),1);
rad_21(Z1,abs(X4(i)),1);
rad_21(Z1,abs(X5(i)),1);

= fopen(’rad_21_0.txt’, ’wt’);
fprintf (fileID ,’X \t Y1 \t Y2 \t Y3 \t Y4 \t Y5 \n’);
formatSpec = "%f \t %f \t %f \t %f \t %f \t %f \n’;

fclose (fileID);

end

linspace(-10,10,N);

= X_.1 + 3.7;

= X.2 + 3.7;

= X1 - 3.7;

= X4 - 3.7;

i=1:N

Y. 1(i) = rad_30(Z2,abs(X_1(i)));
Y 2(i) = rad_30(Z2,abs(X_2(i)));
Y 3(i) = rad_30(Z2,abs(X_3(i)));
Y 4(i) = rad_30(Z2,abs(X_4(i)));
Y 5(i) = rad_30(Z2,abs(X.5(i)));

14
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fileID = fopen(’rad_30.txt’, wt’);
fprintf (fileID ,’X \t Y.1 \t Y2 \t Y.3 \t Y4 \t Y5 \n’);
formatSpec = "%f \t %f \t %f \t %f \t %f \t %f \n’;
for i = 1:N
fprintf (fileID ,formatSpec,
X 1(i),Y_1(¢i),Y_2(i),Y3(i),Y 4(i),Y_5(i));
end
fclose (fileID);

%plot (X.1,Y.1,X.1,Y.2,X.1,Y3,X1,Y4,X1,Y.5);

Le script est tres straight-forward, voir quick and dirty. Néanmoins, il a 'avantage de
fonctionner et de produire le résultat escompté. On pourrait lui donner un peu plus de
structure et produire le fichier de donnée de maniere générique. Il serait bienvenu de
réaliser ces opérations si le programme était porté sur un autre langage, en particulier
FORTRAN. Enfin, on notera qu’il est possible d’afficher directement les courbes a I'aide
des instructions plot en commentaire.
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